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ELEMENTE DE ALGEBRA
. MULTIMI SI ELEMENTE

DE LOGICA MATEMATICA

o MULTIMEA NUMERELOR REALE

Notiuni teoretice
Multimi remarcabile de numere reale:

*N={0,1, 2, ..., n,..}; (multimea numerelor naturale).
e /= {....—n, ., —-2,-1,0,1,2, ..., n, } (multimea numerelor intregi).
c L= {E X, yel, y+ O}; (multimea numerelor rationale).

y

* D\ @ = multimea numerelor irationale.
* R = multimea numerelor reale.

Au loc relatiile: NcZcQcl; QU(R\Q)=R; QN (R\Q)=2.

Adunarea numerelor reale

Este operatia algebrica care asociaza oricarei perechi (x, y)eRxR un
unic numar real notat x +y, numit suma numerelor x, y.

Proprietiti:

Pentru oricare numere reale x, y, z au loc proprietétile:

1. x+y =y + X, (comutativitatea)

2. (x+y)+z=x+(y+z), (asociativitatea)
3. x+0=0+x=x, (0 este element neutru pentru adunare)
4. x +{-x)=(-x)+x =0, (orice numar real x are opus numarul —x).

Inmultirea numerelor reale

Este operatia algebricd care asociaza oricarei perechi (x, y)eRxR un
unic numar real notat x-y sau Xy, numit produsul lui x cu y.

Proprietati:

Pentru oricare numere reale x, y, z au loc proprietatile:

1. xy = yx, (comutativitatea)

2. (xy)z=x(yz). (asociativitatea)
3. x-1=1-x=x, (1 este element neutru pentru inmultire)

5
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4, x-lzl-X=1, pentrux #0; (orice numar real x # 0 are inversul l)
X X X

x(y+2z)=xy+xz, _
L (iInmultirea este distributiva fata de adunare)
(x+y)z=xz+yz.
Puteri cu exponent intreg
e Pentru x e R si neN’ se defineste:
xX'=x,x>=X-X, X’ =X"-X, ..., X" =x" . x {puterea cu exponent natural).
* Pentru x € R’ si n €N se definesc:

x=1 x" = Ln (puterea cu exponent intreg).
X

» Reguli de calcul cu puteri cu exponent intreg
Pentru oricare a, be R’ si m, n e Z au loc egalitatile:

1. a™.-a" =a™"; 3. (am)n =a™,;
am _ m

2. —=a""; 4. (ab)” =a™ -b™.
a

Ridacina patratd a unui numar real pozitiv x, notati vx, este numarul
real pozitiv al carui patrat este egal cu x.

(&)2 =X, Vx>0

Vx>0,vx>0; /0 =0.
* Reguli de calcul cu radicali
Fie x, y €(0, + ). Atunci au loc egalititile:

1. Jx -y = Jxv; 8. (Vx) =Vx", nex;

Jx o [x Jx’y, x>0,y>0
2. —= |—; 4. x|y =

\/§ y —-‘,J(—x)2 y, x <0, y>0‘

(introducerea factorului sub radical)

Asadar,

1.1. OPERAJII ALGEBRICE CU NUMERE REALE

O1. Se considerd numerele zecimale x = % siy= 15022 )

Sa se scrie sub forma de fractie zecimala numerele:
x+y; y-x xy; x5 y% (10x+y)°; (X - 10’1y)_2 :
2. Sa se efectueze:
{ i +E_§]_62A31(23_5 1 ]

a) 48 24 4) 5 575 “10
[Lal)25 50
7 5)°35 10
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b) (V3) :(—\/3—3)—3-@‘»(%)3
5 { Jesai. %20 @ .0,(4)} (_6] A

-27.(9) J7) 10

1 -1 2

d) ——-9,61:(3,1)" +0,0576 -(0,2)~;
) ot (31)" + (0.2)

e) [-1.2(5)+0,1(4)]-[12-1,1(5)-1.8(4)].

03. Sase efectueze:
7 8 15 32} 2
O 29292

2 L 18 75 8 45

a3t 2720 7 25 13:
2{727— -1—J

5(63 10 28 14

S _0,25 X ,
b) 0,1(2)- 99+4171:0,75—3:(0,225+—] ;
1.1 4 10
6 2
4
40-166
c) (5+2\/€)4+ 1 " ( \/_) :

Atk oo

[**5 QJ [0’5(3)—2,(3)]—(—7;+52]+1,95‘

O4. Sa se arate ca urmatoarele numere sunt inverse unul altuia:
[7 ﬂi) 1,0(5)-0,05 : -
45 30 12 40
7 7 19
=<0,8(3 0,1(6)-0,(4)+0,08(3)|: = — + —.
y=10.8(3)+[0.1(6)-0.(4) - 0.08(3)]: 2} L+ 22

5. Se dau numerele reale a=5-2v6 si b=2V6 +5. Sa se arate ca cele

doui numere sunt inverse unul altuia si ca va® +b? = Cani ‘F\L/% ab+5 :
(6. Se dau numerele reale:
1,6(1)-3,
22 151 (-0.86).0.0(6)si B=28W=33(E)-12) | oe57y).
10 5 2 3.3 2
6:6=—-6_--1——=—
3 5 22 b5
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Sa se calculeze:

A’ B!

SA-B’

b) suma inverselor numerelor A si B;
¢) suma opuselor numerelor A si B.

a) A-B; A+7B;

07. Daca %_ g + % =0,91, sa se calculeze valoarea expresiei:
_ € 200, b 100 _(_100)3_
22 91 8 -91 91 ) 3
(8. Daca a® +b® -2a—4b+5=0, s se calculeze a* +(b-a)*" .
(9. a)Daca 4x” +9y> =256 si 2x + 3y = 20, si se calculeze xy, 2x — 3y, xsiy.
b) Daci 3a —5b =8 si 9a® +25b? =160, si se calculeze ab, 3a + 5b, a, b.
(10. Fie a si b numere reale cu proprietatea ca a+b=10 si ab=15. Sa se
calculeze:
a) a® +b? a® +b%, a* +b*, a® +b®;
pltyt 1 11 111
a b a*> b* a® b® a* b* a® b®’
0O11. Sa se determine numerele reale a si b, respectiv x si y daca:
a) 2a® +25b® +5(2a +5)—10ab =0;
b) 5% +9y® -6x(2-y)+9=0.
< . < 24a-9b 5 . =
(J12. Sia se verifice daca raportul r=————— este patratul unui numar
14a-12,9b

real stiind ca 23 _ 3-10°.
7b

013.

7a+2,(6)b
5a—-13b

Stiind ca %= 2.(6), sa se stabileasca daca raportul r = este

cubul unui numar real.

0O14.

Sa se stabileasca valoarea de adevar a urmatoarelor relatii:
a) a(b+c)(b+c—a)+b(a+c)(a+c-b)+c(a+b)(a+b-c)=6abc
b) [élalb—(a2 +1)(b2 +1)]2 —(a2 —1)2 (b2 —1)2 =4(a—b)2 (1 —ab)z;
c) (a+b+c) =a’+b*+c® +3(a+b)(b+c)(c+a)=a’ +b® +c’ -3abc +
+3(a+b+c)(ab+bc+ca);
d) (a+b+c)’ —(-a+b+c)’ —(a-b+c)’ —(a+b-c)’ =24abc;
1 . 1 .2
l+a+2a”+a*+a* a*-a®+2a”-a+1 a*+a’+1’
8
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+ = :
l-ab 1+ab 1-a’b* ] b%*-1
3 2 3
g {a+1j _1+3[a+1j¥3[a+1j : 1_(&1—1] +3(a—1](a—1_1) _
a-1 a-—1 a-1 a+1 a+l/\a+1
_(a+1j3‘
a-1, "

a+2 6a 2a 1 4a+4
h) = +a= + - <a
a-2 \a> -8 a +2a+4 2-a a-2

9 (Et‘zﬂ a—bj_[l az_bz} 2b

015. Sa se efectueze operatiile cu puteri cu exponent intreg:

15 J81
AT
2 8

c) [3.52 ~3(4+32 —15)3 .(4.23 —8.22)4}:1520;
d) 5'%.5° +6%°.367° —4.(22) :{54 (5°) 25+ (6%) [3-2)"] ’

(2-8) -2°8;

SRR HIRCEE

(16. Si se efectueze:
a?-9b2 at-p!
a) -2 2 Qp-l =
a“—b 3b™" +a
a’+b? a-b _
al-b?! a?-abt+b?’




[J17. Sa se scrie sub forma mai simpla expresiile:

a) {_Za_i?i" ).2 9 | .aQXH
by 4(b’1y2)

2

5 n+l

a a

b) a’ (a“ )n (ijn - a” ‘(34 )n o ~(a“2*4 —a‘sn)~(a6"’4 +a™ )

(J18. a) Sa se scrie sub forma mai simpla expresia:
(a+b)(a”® +b*)(a* +b*)(a® + bS)...(aQ" +b” )

b) Fie A:(1+l](1+i](l+ij...(l+%j. Pentru a =2, si se arate

a a? at a

ca A<2.

019. Care sunt valorile posibile ale expresiilor:

8 B = ()2 L ) ke

L . _1 2m+3
B By =- 2 Lt B s
-2
& =S 2] (T e () mn g en?

320. Care este valoarea maxima a expresiei:

5 2m+n+l 2 m+2n 3 n+l 1 1 m+1
E==(-1 ! 2 (-0 =3 === (D)™, m, neN?
2( ) ( 5)( ) 4( ) [2 6) ( ) =7

021. Daci 2a(a-5)+2b(b-1)+13=0 sa se calculeze:
(a _ 1)2005 " (a _ 8b)2005 .

(022. Si se calculeze folosind operatiile cu radicali:

o) (V8 + 18 52 -v200) - 1 -+ 278 + 27 |

b) (V75 +v21 + 1) (1+12);
c) (2V8 +3V5 - 742) (V72 - 520 - 22);
d) V2 + 2% +2° 4. 4225

023. Sa se determine media aritmetica, media geometrica si media armonica
a numerelor a si b, stiind ca:

a) a =98 +/32 - /50, b =162 + /18 —/72:
b) a =3v128 ++/200 - 24242, b = /32 - /288 + 2./450;

10
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N6? 122+ 167 -12° — V1612

c) A= T~ o
18 +2+28

b={4isz /22—556 +(—%) -\/20,25—11:,/0,32(1);
Q) a=\VZ-3 -7-2J6 +245 +5 b=3+22 -2 +5-2.5.

(024. Si se determine valoarea de adevar a propozitiilor:
P;:VOn+2eN, VneN

P>:V2+2.-3"+9" eR\Q VneN
Ps i V415 -(4+15)(V10 - V6 ) e N:

D, :(6—2)1-%{( 4+J7)71 —( 4—ﬁ)T cOQ\ 7

[125. Si se arate ca expresia {m 5 m r +[J7+—m . \/m ]

nu este numar irational.

)

026. Daci x este partea intreagd a numdarului -24,71 si x-8y =7, sa se

calculeze J(x ~7Y ~15y% + \f(x +25)" - 15(y3 +64).

027. Sa se arate ca urmatoarea expresie nu depinde de x:

g3, W6-x"+8
Wi -x® +4
(28. Sa se arate ca daca xe[-1, 1], y €[-3, 4], atunci expresia

J(x+y—5)2 +J(2x+y+5)2 —\/(x—y—4)2 +\/(2X—y—5)2 nu depinde
dexsiy.

E(x) ~J(x+4) « J(4-x)", xe[-4, 4].

029. Sa se scrie ca suma algebrica de doi radicali simpli: J5+2J6; V5 - v21;

\/17+12\[2—; \/S—Jﬂ; \/3+2x\/3—x2,xe|:0, \/5] \/Sa—2\/16a2—9,a>%.

(030. Sa se arate ci numerele A, B, C sunt rationale daca:

A:\/13—30\/2—\/9—4\/§ +\/13+30\/2+\/9+4\/§;
B:\/26+6\/13-4\/8+2J6—\/% +J26—6J13+4\/8—2\/6+\/%;
C=25+4y8-2(6+ 245 —|25- 48 + 246 25 .

11
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D31, JSa st arate )22~ 2 © |stiind ca:
+a

a=\3-v59-4V5 siboyV7 -1-11-4v7.

032. Se considera numerele a =+/28 —-16/3 sib= \/3 +/3 —\13 +/48.
b* -a J§ c@
a+y8b 2

Sa se arate ca {

033. Sa se arate ca daca a=\/4+\/ﬁ+\/23—2\/132 si b=4197 +56+/3,

b? -4a

atunci EN.

—a

(034. Daci a :\/g— 2J15 — /8 + 2415, si se calculeze (a+2\/§)2004.

035. Dacid n=v5++24 -8 —\/5-+/24, si se calculeze n2°*.

- 6,4(4)-0,2(7}+2,8(3
(036. Daca sa-4b_ (4) (7)+2.8(3) , sa se calculeze 27% din numaé-
a+2b 2.6(6)+4.(4)
20a
rul —.
b
(037. Sa se rationalizeze numitorii fractiilor:
a) 2, b) N c) S S
\/g ? 4 — ﬁ 9 Jg + ‘\/g 9
1 g1 . 9 1
2J— J_ 6v2 -9’ V2 +3-1
1

5 i mE Tl VBB Bl

0 38. Sa se scrie sub forméa mai simpla expresiile:

)J_5+J_+Jg+2 b) V3+v2-V6-2.
15 -V12 + 5 -2’ 2+V3-v2 -6
J3+J_ Va+7 d)J3+2\/§+J3--2J§
V14 4410 +V8 3+2V2 -3-242
039. Sa se scrie sub forma mai simpla expresiile:
4x(x+\/ﬁ)2
a) ,xeR\[-11];

(x+\/x2—fll)4 -1

12
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by [l ) 1 Yx+l-1 Jx+1+1) Jx+1
2 2\/X+1J Jx+1+1 Jx+l-1 ’

af+J— V3ab +bV3 Vb -Va,

x#0,x2>2-1;

X

2a ++3b -1
a\/_ J3ab ++/2ab - by2 +Va — \/_
1++/2b ++3a
2x +2,/6xy —5v2x + 3y — 5,/3y
e)
V2x - 5+\[3y
040. Sa se calculeze sumele:
a) S =1+ 1 + 1 +...+ ! :
! 1+v2 V2+43 7 Vn-1+vn’
b) S, = 1 + . +..+ !
2 2121 2¥3+3¥2 7 n\/n+1+(n+1)\/ﬁ'
1 1 1 .
041. S5a se rezolve ecuatia + +t—— =920, neN.
T 1442 V2443 Jn-1+vn
Vn+1-vn+k 1

042. a) Sa se arate ca are loc egalitatea =

k(\/n+1+\/ﬁ)+1 Jn+l++m’
oricare ar fi n e N si keD\{\/ﬁ—\/n+l}.

b) Sa se calculeze suma:
Jn \/_+1 Jn — Jn—-1+2 Vn-1-vn-2+3 J2 -1+n

5= \/— f+1 Z(J_ J—)M (Jﬁ+\/ﬁ]+1+"'+n(ﬁ+1]+1'

(343. Sa se determine multimile:

A={xel 4X_5EN}; D—{XED 9 neN}mQ
X+1 4-n’
5-n
BZ{XE'O :/T,neN}; E= D\Qm{xel@ 1/ neh}
C:{neN 2n+leN};
n-3

(044. S4 se determine x € # astfel incat numarul

J5-2J6 +18+8v2 +28-1043

Xx—-2

ed.

13
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TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

(timp de lucru 40 de minute)
O 1. Determinati media aritmeticd, media geometricid si media armonica a
numerelor:

J7 -1 _[\/§+«/§+\/5—\/§J
(ﬁ+1)(8—2ﬁ) J5-v2 5442

V1624122 +116° -12° 1612

’

B 3p.)
18 +2v28 B

O 2. Sa se demonstreze ci oricare ar fi x € R, numarul:

(2x2 —3V2x + 1) (2x2 +9-41 8x) +16 este patrat perfect. (2 p.)

(4){2 + x—l](x’-ix2 +x—5)+4
O 3. Si se simplifice fractia 2p.)
(4x2 +X— 1)(4){2 + x) -6
= . . 4x +7
O 4. Sa se determine multimea A = {x c 1 e N}. 2p.)
X+
Testul nr. 2
(timp de lucru 40 de minute)
O 1. Fie numerele a = V8 +3 sib =3\/§—_4. Sa se arate ca:
2 22

a) media aritmetica, media armonica si media geometricd a numerelor a
si b nu sunt numere irationale; (1,5 p.)

b) media ponderati, cu ponderile 3 si 5, a numerelor a si b este numar
irational. (1,5p.)
O 2. Si se determine multimea A = {x =y 4 | Jx? +8x+20 ¢ N}. 2p.)
O 3. Fie a=+3-8 sib=+6-32.

Calculati a'® +a° -b+a®.b+...+a’b-2b+1. (3p.)

2 yz 2 x y z
O 4. Fie x, y, z numere reale strict pozitive. Daca — t5+t—F=—+=+—, 84
y* oz X Z X ¥y

se arate ci x =y = z. (1p.)
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1.2. OROONAREA NUMERELOR REALE

045. Daci a si b sunt numere reale pozitive, sa se arate ci:

2 2
1213 abs\ja +b.
a b

046. Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, si se demonstreze inegalitatea:
ab bc ca _a+ b+c

+ + <
a+b b+c c+a 2

047. Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, sa se demonstreze ca:
a) (a+b)(b+c)(c+a)>8abc;

b) a(b2 +02)+b(a2 +c2)+c(a2 +b2)26abc;

c) 2(a® +b° +c®)=(a+b)ab+(b+c)bec+(a+c)ac
d) a?+b*+c?-ab-ac-bc>0;

e) (a+b+c)2 >3(ab +ac + bc);

f) a® +b® +c® > 3abc;

g) a* +b* +10a’b? > 8a®b + 8ab® — 8a’b?;

h) 8ab(1—ab)£(1+a2)(l+b2);

i) (a+b)4 s8(a4+b4);

j) a® +b® +27 > 9ab.

(048. Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, sa se arate ci:
b+c a+c a+b

a) + + > 6;
a b c
3 3 3

b) a—+b—+c—zl(a+b+c)2;
b c a 3

c) daca a® +b? +c? =1, atunci —%Sab+ac+bc£1.

049. Daci x,, X,, ..., X

se arate ca:

sunt numere reale pozitive cu suma egala cu 1, sa

n

a]\/xl(x2 + X, +...+xn)+\/x2(x1 + Xyt Xy ) et

+\/Xn (X, + Xy + + X ) s%.

X, X X, X X X 1
12, Tefs Tt .

b)
X +X, X,+ X4 X, +x, 2
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T r
Xy t+ X, +o0t X X, + X5 +...+X X, +X, +...+X
c) & 3 n + |I 1 3 n +.”+\f 1 2 n-1
\ X \l Xy Xn
1{1 1 1
<—|—+—+.+— |
2\ x, X, X,
050. Dacia a,, a,, ..., a, sunt numere reale pozitive, sa se arate cé:

Ja,a, +.jaa, +...+ Jaa, +ja,a, +...+4a, (a1 +a, +...+a,).

051. Sa se demonstreze ca daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului
ABC, atunci:

a) b(al2 +cz)+c(a2 +b2)+a(b2 +c2)>a3 +b% +c?;

b) a? <2(b2 +cz);

c) m( ) 90° daca si numai daca \/2 (a+b)= Ja+c++a-c.

052. Sa se demonstreze ca:

Ja? +b? +4/b% +c2 +/a? + c? zﬁ(a+b+c), oricare ar fi a, b, ¢ > 0.

(053. Sa se demonstreze ca oricare ar fi a >1 are loc inegalitatea:

—1—>2\/a+1—2\/5.

Ja
54. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive. Si se arate ca:
a) dacd a+b+c=1, atunci l+l+129;
a c

b) daca a+b+c=1, atunci ab+bc+ca£% si abcs%;

¢) daca abc =1, atunci a+b+c>3.

(55. Sa se demonstreze ca:
a) V25x> ~20x +20 +/y? -642y +19>5, V x, y e I

b) V4x> +8x+85 +v5x> +10x + 69 +vV6x> +12x+55 218, V x e I
¢) Vx> +4x+31+\/4y* +8y” 29 + 92> +122+53 >15,V X, y, ze .

(56. Fie x, y, z numere reale pozitive astfel incat x + y + z = xyz. Sa se arate
2.2 2

ca 36 <4(xy+yz+2zx)<4xy +X°y’z

057. Sa se demonstreze ca:

\/x(y+z)+\/§(x+z)+\/2(x+y)S\/§(X+y+z), VX, ¥y, ze(0, +o).
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058. Daca x,y, z sunt numere reale pozitive, sa se arate ca:
x(y+1)*y(z+1)+z(x+1)26/xyz.

(059. Daca x este numar real pozitiv, sa se demonstreze ca:

a) Vx < 1% S
2 X 2x

(360. Daca a, b, ¢ sunt numere reale astfel incat a + b+ ¢ =1, atunci:
J3a+1+V3b+2 ++/3c+3<6.

J61. Daca a, b, ¢, d sunt numere pozitive astfel incat a+b+c+d =1, sa se
arate ca V8a+1+v8b+1++8c+1+/8d+1<8.

T62. Sa se arate ca:

J2 V6 V12 J20 V30 V42
a) —+—+ + + + <

3
5 7 9 11 13
J J J2n(2n+1
b) @+—£Q+i2+...+——!<3, neN.
5 9 13 4n+1 2
063. Se considera numerele pozitive a,, a,, ..., a, cu produsul egal cu 1. Sa

se demonstreze ca: (1+a,)(1+a,)...(1+a,)=2"

(64. Se considera numerele reale pozitive a si b. Sa se demonstreze inegali-

n n
tatea: (1 + 3) + (1 + Bj >2% neN,
b a

> 2.
Ja® +1

065. Sa se demonstreze ca pentru V a €lR are loc relatia:

066. Fie x, y, z te(0, +x).
y_ .,z

+ nu este numar natural.
X+z+t x+y+t xX+y+z y+z+t

Sa se arate ca

(067. Si se compare numerele reale a, b, ¢ stiind cda a=2, b=3x-1,
c=b-x, iar xelh.

068. Si se determine numerele X, y, ze N stiind ca este verificata inegali-
tatea xyz+x+y+z<xy+xz+yz+1.

069. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC care verifica relatia:

Ja? —12a + 40 + {b? —64/3b + 28 +/c? —6¢+25 <7. Sa se determine lungimile
laturilor triunghiului si masurile unghiurilor acestuia.
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